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VẬN DỤNG PHƯƠNG PHÁP QUY HOẠCH ĐỘNG ĐỂ TỐI ƯU HÓA MỘT SỐ BÀI TOÁN TRONG LẬP TRÌNH

1. Khái niệm về phương pháp quy hoạch động:
Phương pháp quy hoạch động dùng để giải bài toán tối ưu có bản chất đệ quy, tức là việc tìm phương án tối ưu cho bài toán đó có thể đưa về tìm phương án tối ưu của một số hữu hạn các bài toán con. 
Ðối với một số bài toán đệ quy, nguyên lý chia để trị (divide and conquer) thường đóng vai trò chủ đạo trong việc thiết kế thuật toán. Ðể giải quyết một bài toán lớn, ta chia nó thành nhiều bài toán con cùng dạng với nó để có thể giải quyết độc lập. 
Trong phương án quy hoạch động, nguyên lý chia để trị càng được thể hiện rõ: Khi không biết phải giải quyết những bài toán con nào, ta sẽ đi giải quyết toàn bộ các bài toán con và lưu trữ những lời giải hay đáp số của chúng với mục đích sử dụng lại theo một sự phối hợp nào đó để giải quyết những bài toán tổng quát hơn.
Ðó chính là điểm khác nhau giữa Quy hoạch động và phép phân giải đệ quy và cũng là nội dung phương pháp quy hoạch động:
- Phép phân giải đệ quy bắt đầu từ bài toán lớn phân ra thành nhiều bài toán con và đi giải từng bài toán con đó. Việc giải từng bài toán con lại đưa về phép phân ra tiếp thành nhiều bài toán nhỏ hơn và lại đi giải các bài toán nhỏ hơn đó bất kể nó đã được giải hay chưa.
- Quy hoạch động bắt đầu từ việc giải tất cả các bài toán nhỏ nhất (bài toán cơ sở) để từ đó từng bước giải quyết nhưng bài toán lớn hơn, cho tới khi giải được bài toán lớn nhất (bài toán ban đầu).
Bài toán giải theo phương pháp quy hoạch động gọi là bài toán quy hoạch động. 
Công thức phối hợp nghiệm của các bài toán con để có nghiệm của bài toán lớn gọi là công thức truy hồi của quy hoạch động.
Tập các bài toán có ngay lời giải để từ đó giải quyết các bài toán lớn hơn gọi là cơ sở quy hoạch động.
Không gian lưu trữ lời giải các bài toán con để tìm cách phối hợp chúng gọi là bảng phương án của quy hoạch động. 
Trước khi áp dụng phương pháp quy hoạch động ta phải xét xem phương pháp đó có thỏa mãn những yêu cầu dưới đây không:
- Bài toán lớn phải phân rã được thành nhiều bài toán con, mà sự phối hợp lời giải của các bài toán con đó cho ta lời giải của bài toán lớn.
- Vì quy hoạch động là đi giải tất cả các bài toán con, nên nếu không đủ không gian vật lý lưu trữ lời giải (bộ nhớ, đĩa, …) để phối hợp chúng thì phương pháp quy hoạch động cũng không thể thực hiện được.
- Quá trình từ bài toán cơ sở tìm ra lời giải bài toán ban đầu phải qua hữu hạn bước. Các bước cài đặt một chương trình sử dụng quy hoạch động:
- Giải tất cả các bài toán cơ sở (thông thường rất dễ), lưu các lời giải vào bảng phương án.
- Dùng công thức truy hồi phối hợp những lời giải của các bài toán nhỏ đã lưu trong bảng phương án để tìm lời giải của các bài toán lớn hơn rồi lưu chúng vào bảng phương án. Cho tới khi bài toán ban đầu tìm được lời giải.
- Dựa vào bảng phương án, truy vết tìm ra nghiệm tối ưu.
Cho tới nay, vẫn chưa có một định lý nào cho biết một cách chính xác những bài toán nào có thể giải quyết hiệu quả bằng quy hoạch động. Tuy nhiên để biết được bài toán có thể giải bằng quy hoạch động hay không, ta có thể đặt câu hỏi:
1. “Một nghiệm tối ưu của bài toán lớn có phải là sự phối hợp các nghiệm tối ưu của các bài toán con hay không?”  
2. “Liệu có thể nào lưu trữ được nghiệm các bài toán con dưới một hình thức nào đó để phối hợp tìm được ngiệm bài toán lớn?”.
2. Các bước cơ bản để giải một bài toán quy hoạch động:
	Với mỗi bài toán ứng dụng giải thuật quy hoạch động, ta vẫn phải trả lời rõ ràng, chính xác 6 câu hỏi:
· Tên và ý nghĩa các biến phục vụ sơ đồ lặp,
· Cách khai báo các biến đó,
· Sơ đồ (công thức) lặp chuyển từ một bước sang bước tiếp theo,
· Giá trị đầu của các biến tham gia tính lặp,
· Tham số điều khiển lặp: thay đổi từ đâu đến đâu,
· Kết quả: ở đâu và làm thế nào để dẫn xuất ra.
3. Ví dụ về các bài toán có thể giải bằng phương pháp quy hoạch động
3.1. Bài toán Tính dãy Fibonaci						




	Ta có định nghĩa như sau: F(n) = 	 nếu   
Cho một số nguyên dương n (0  n  50). 
Cách 1: Dùng đệ quy
int Fibo(int n)
{
	if(m<2)
	  return 1;
	return Fibo(n-1) + Fibo(n-2);
}
Cách 2: Dùng quy hoạch động
	Gọi F[i] là giá trị Fibonaci của fi (0  i  50).
	Ta có công thức quy hoạch động như sau:F[i] := F[i-1] + F[i-2];
	Như vậy, việc tính fn được thực hiện bằng vòng lặp:
int Fibo(int n)
{
	int *f;
	f = new f[n+1];
	f[0] = f[1]=1;
	for(i=2;i<=n;i++)
	    f[i] = f[i+1] + f[i+2];
	return f[n];
}

· Cách thứ nhất phân rã bài toán lớn thành các bài toán nhỏ hơn và đi giải từng bài toán nhỏ đó nhờ đệ quy. Theo cây đệ quy để tính được Fibo(4)​ chương trình phải tính 1 lần Fibo(3)​, tính 2 lần Fibo(2)​, tính 3 lần Fibo(1),​  tính 2 lần Fibo(0)​. Nhìn chung độ phức tạp của giải thuật này là O(n2).
· Không như cách giải thứ nhất cách thứ hai xử lí các bài toán nhỏ hơn và dựa vào đó làm cơ sở để giải các bài toán lớn hơn (bước này ta gọi là quy hoạch) và vì thế chương trình đảm bảo rằng mỗi giá trị Fibonaci chỉ phải tính một lần. Giải thuật này có độ phức tạp tuyến tính là O(n)	
3.2. Bài toán tính tổ hợp chập k của n phần tử)			
	
	Ta có công thức truy hồi 
            C(n,k) = C(n-1, k-1) + C(n-1,k);
            Với C(i,0) = C(i,i) = 1, i = 0->n;
	Yêu cầu tính C(n,k)

Cách 1: Dùng đệ quy
int C(int n, int k)
{
	if(k==0||n==k)
	    return 1;
	return C(n-1,k-1) + C(n-1,k)
}
Gọi T(n) là thời gian để tính số tổ hợp chập k của n, thì ta có phương trình đệ quy:
T(1) = C1 và T(n) = 2T(n-1) + C2
Giải phương trình này ta được T(n) = O(2n), như vậy là một giải thuật thời gian mũ, trong khi chỉ có một đa thức các bài toán con. Ðiều đó chứng tỏ rằng có những bài toán con được giải nhiều lần. 
Chẳng hạn để tính Comb(4,2) ta phải tính Comb(3,1) và Comb(3,2). Ðể tính Comb(3,1) ta phải tính Comb(2,0) và Comb(2,1). Ðể tính Comb(3,2) ta phải tính Comb(2,1) và Comb(2,2). Như vậy để tính Comb(4,2) ta phải tính Comb(2,1) hai lần. Hình sau minh hoạ rõ điều đó.
[image: Description: https://voer.edu.vn/file/32916]
Áp dụng kĩ thuật quy hoạch động để khắc phục tình trạng trên, ta xây dựng một bảng gồm n+1 dòng (từ 0 đến n) và n+1 cột (từ 0 đến n) và điền giá trị cho O(i,j) theo quy tắc sau: (Quy tắc tam giác Pascal):
O(0,0) = 1;
O(i,0) =1;
O(i,i) = 1 với 0 <= i <=nn;
O(i,j) = O(i-1,j-1) + O(i-1,j) với 0 < j < i <n.
Chẳng hạn với n = 4 ta có bảng bên.
O(n,k) chính là Comb(n,k) và ta có giải thuật như sau:
[image: Description: https://voer.edu.vn/file/32915]

int C(int n, int k)
{
	int **a;
	a = new int* [n+1];
	for(int i=0;i<n+1;i++)
	  a[i] = new int[n+1];
	for(int i=0,i<n+1;i++)
	{
	   a[i][0] = 1;
	   a[i][i] = 1;
	} 
	for(int i=1;i<n;i++) 
	   for(int j=1;j<i;j++)
	      a[i][j] = a[i-1][j-1] + a[i-1][j];
	return a[n][k];
Nếu gọi T(n) là thời gian thực hiện giải thuật thì ta có:T(n) = O(n2)
3.3.  Cho dãy số từ a[0] đến a[n-1]. Một dãy con của dãy đã cho là dãy a[i],…,a[j] (0<=i<j<n) và có trọng số bằng (a[i]+a[i+1]+…+a[j]).
Yêu cầu: tìm dãy con có trọng số lớn nhất.
Gọi L[i]: là tổng của dãy con có trọng số lớn nhất tìm được từ a[0] tới a[i].
Nếu L[i] không chứa a[i] thì L[i]=L[i-1];
Nếu L[i] chứa a[i] thì L[i] = max {L[i-1],g[i]}, với g[i] là trọng số của các dãy con kết thúc tại i.
Từ đó ta có thuật toán như sau:
	Bước 1: Khởi tạo L[0] = a[0], g=a[0], min= TimMix(0,a[0]);
	Bước 2: i=1 tới n-1, 
	                  g = g+a[i]-min
		 	 Tính L[i] = max(L[i-1], g)
         Kết quả là L[n-1].
4. Vận dụng trong bài toán thi tin học toàn quốc.

4.1.  Bài 2 _ Cá nhân Cao đẳng 2014
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Cách 1: Dùng vét cạn 
Ta chỉ đơn giản xét lần lượt các dãy con có trọng số từ a[i] đến a[j] và có độ dài chia hết cho 3, sau đó tìm ra trọng số lớn nhất. 
Code như sau: 
	























	int main(){
    long a[300001],n;
    //doc du lieu cho n va a
	long max=a[0]+a[1]+a[2];
    for(int i=0;i<n;i++){
		long tmp = 0;
         for(int j=i;j<n;j++)
		{
		   tong=tong+a[j];
		   if((j-i+1)%3==0 && max<tong)
			   max = tong;
         }   
    }
    //Xuat max
    return 0;
}

Cách 2: Dùng quy hoạch động
Gọi F[i] là trọng số lớn nhất của các đoạn con từ a[0]…a[i]
F[i] có hai khả năng:
· Không chứa phần tử a[i]. Khi đó F[i] = F[i-1]
· Chứa phần tử a[i]. Khi đó F[i] = max(Tong(a[j,a[i]). Trong đó Tong(a[j],a[j]) là tổng các giá trị của đoạn con có độ dài từ a[j[ đến a[i] và có đô dài chia hết cho 3.
Tóm lại ta có công thức truy hồii: F[i] = max(F[i-1], Tong(a[i],a[j])).
Kết quả của bài toán là F[n]
Độ phức tạp thuật toán là O(n2).

int main(){
    long a[300001], f, n;
    long max=0;
    //doc du lieu tu file vao mang a
    max=a[0]+a[1]+a[2] ; //ta co the doc file truc tiep va tinh toan ma khong can mang a
    f = max;
    for(int i=3;i<n;i++){
        max = f;
	    tong = 0;
        for(int j=i;j>=0;j--)
        {
            tong = tong+a[j];    //tinh Tong(a[j],a[i])
            if(((i-j+1)%3==0)&&(max<tong)) max=tong;
        }
        f = max;        
    }
    //xuat max
    printf("max = %d",max);
    return 0;
}

	
	
Cải tiến:
Tính max(Tong(a[j],a[j])) chi phí tốn lượng tương đương O(n) trong cách làm trên.
Ta có thể Tính max này trực tiếp khi tính F(i) như sau:
Max(Tong(a[j],a[i]) = Tong(a[0],a[i]) – Min(Tong(a[0],a[j-1]), 
[bookmark: _GoBack]	= Tong(a[0],a[i]) – Tong(a[0],a[min]).   với điều kiện (i-j+1)%3==0
	= T(i) – min;
Lúc này thuật toán có độ phức tạp O(n).

int main()
{
	int a[100]={1,1,1,-9,1,1,1,-1,1,1,-9},n=11;
	int T,min0,min1,min2;
	min0=0; min1=a[0];min2=a[0]+a[1];
	T=a[0]+a[1]+a[2];
	int max = T;
	for(int i=3;i<n;i++) 
	{
		T=T+a[i];
		if((i+1)%3==0 && max<T-min0) 
			max = T-min0; 
		else  if((i+1)%3==1 && max<T-min1) 
			max = T-min1;
		else if(max<T-min2) max = T-min2;
		if((i+1)%3==0 && T<min0)
			min0=T;
		else if((i+1)%3==1 && T<min1)
		 	min1=T;
		else if((i+1)%3==2 && T<min2) 
			min2=T;	    
	}
	printf("max = %d",max);
	getch();	
}

	
	


4.2  Dãy số (Không chuyên 2009) 
 
Cho dãy số gồm n số nguyên a1, a2, …, an. Tìm giá trị lớn nhất của hàm  
f (i,j,k)= ai +2× aj +3× ak với 1 ≤ i < j < k ≤ n.  Ví dụ: với dãy gồm 5 số -1, 2, -2, -3, 5 thì f (1,2,5)=-1+2×2+3×5=18 là lớn nhất

Cách 1: Dùng vét cạn độ phức tạp O(n3)
Cách 2: Dùng quy hoạch động, độ phức tạp O(n).
Tại bước thứ i=t, ta gọi
       zt là max {a[i]+2*a[j]+3*a[k], 1≤i<j<k≤t } = max{zt-1,y[t-1]+3*a[t]}
       yt là max {a[i]+2*a[j], 1≤i<j≤t } = max{yt-1,x[t-1]+2*a[t]}	
       xt là max {a[i], 1≤i≤t}= max{xt-1, a[l]}     
với khởi tạo giá trị đầu
       x = max(a[0],a[1]);
       y = a[0]+2*a[1];
       z = y+3*a[3];



	i
	0
	1
	2
	3
	4

	a
	-1
	2
	-2
	-3
	5

	z
	
	
	-3
	-3
	18

	y
	
	3
	3
	3
	12

	x
	-1
	2
	2
	2
	5



int main() { 
     int a[1000]={-1,2,-2,-3,5},n=5,x,y,z;    
     x = a[1]>a[0]?a[1]:a[0];
     y = a[0]+2*a[1];
     z = y + 3*a[2];
    
     for (int i=3;i<n;i++)  
    {   
          z=max(z,y+3*a[i]);         
          y=max(y,x+2*a[i]);         
          x=max(x,a[i]);     
     }    
     cout<<z<<endl;
     getch();
     return 0; 
}

Kết luận
Hy vọng qua bài viết này, mình đã trình bày được phần nào về phương pháp quy hoạch động. Về cơ bản, với mọi bài toán quy hoạch động, chúng ta có thể xây dựng các bài toán con gối nhau với cấu trúc con tối ưu là 90% công việc đã hoàn thành.
Tuy nhiên, cũng cần hiểu rằng, mặc dù quy hoạch động là một thuật toán thần thánh, nó có thể giải được rất nhiều bài toán, nhưng nó không phải là chìa khóa vạn năng. Có một điều rất hiển nhiên: phương pháp tốt nhất để giải quyết mọi bài toán trong tin học là biết sử dụng và phối hợp uyển chuyển nhiều thuật toán, chúng ta không nên phát cuồng một thuật toán và cũng không nên coi thường bất cứ một thuật toán nào.
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Bai 2. Day sé (30 diém)

Cho day s6 gbm n sb nguyén a, a,,..., a,. Mot doan con ctia day da cho la day aj,...

(1<i<j<n),daycododai (j—i+ 1) vaco trong s bing tong (ajt...+ap).
Yéu cdu: Tim doan con c6 do dai 1a mét sé chia hét cho 3 va cé trong s6 16n nhét.

Dir ligu: Vao tir file van ban SEQ.INP c¢6 dinh dang nhu sau:
A Dong dau ghi sé nguyén n (n = 3);
A Dong thit hai ghi n s6 nguyén ay, ay, ..., a, (|a;| < 10°).

Két qud: Ghi ra file vin ban SEQ.OUT gia tri trong s6 ciia doan con tim duoc.
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